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S U M M A R Y
1
In this paper, the basic properties of the convex functions
are discussed, such as continuity, directional differentia-
bility, and supportability properties . Alzo the relations
with the quasi-convex, and pseudo-convex functiona are given.
Both weaker and stronger forma of convexity are alzo given.
Sea la función numérica f : C
el conjunto convexo C .
DEFINICION 1 .-
f es convexa en C si
f es cóncava si - f
	
es convexa.
El U loo definida sobre
`r' x, y ~- C, í1 E (o, 1) f [?.x+(1- ñ )Y] á ~f(x)+(1- ;N)f(Y)
Las funciones convexas y cóncavas pueden definirse tam-
bién via el epigrafo y el hipografo de la función f dada .
DEFINICION 2 .-
El epigrafo de f, Ef , se define como
Ef = 1 (x, y) E En x E1 : x E C, y £ E.1 , y a f (x)
DEFINICION 3 .-
El hipografo de f 9 Hf9 se define como
Hf
	
= { (x 9 y) E En x El : x E C o y E E l , y ` f (x)
x
0
TEOREMA . .-
convexa
f es
cóncava
DEFINICION 4 .-
Figura 1 .- Ejemplo de funciones convexas y cóncavas con
indicación de su epigrafo e hipografo .
sobre C si y solo si
f es estrictamente convexa en C si :
`dx -E C f (x) 1 f(x0 ) ¢ i,f(x0 )(x - x0)
es convexo .
x 9 y E C 9 A E (O o 1) f ~~x+(1= ñ )y~ G a f(x)+(1- A )f(y)
Una función f es estrictamente cóncava . si - f es estrictamente
convexa .
DEFINICION 5 .-
Sea f : C --C> El u{a-1 una función convexa defini d a sobre
el conjunto convexo C . se dice que ~ es un subgradiente de f en
x0 1 C si
TEOREMA 2.-
Toda función convexa f, definida sobre un conjunto convexo
C, es convexa sobre C si y solo si
d xo E int C,
	
3 ~ 8En	!(x)i f(xo ) + 'f (xo ) (x - xo )
COROLARIO 1.-
Si f es una función convexa valorada real, definida sobre
IIIcada punto de E , f es convexa si y solo si-Qosee un subgradienten
paré todo x e En , es decir :
E En , b! Y E En , 3F, EEn t f(Y) a- f(x) + g f(x) (y - x)
DEFINICION 6.-
Sea f ,una función numérica definida en un conjunto A, se
dice que f es continua en xo E A si
bE>0,3S -> O / d(xo , x)<s =§» 1 f (x) - f(xo ) 1 < E
f es continua en A, si f es continua para todo x £ A .
TEOREMA 3 .-
Toda función numérica convexa f, definida en un conjunto
convexo C, es continua en el interior de C .
TEOREMA 4.-
Sea f: En -i El U í+*-} convexa y xo E dom f . La derivada
direccional unilateral f+(xo ; x) existe para todo x E En distinto
de cero.
LEMA 1.-
Si f : C --w El es convexa, C un conjunto convexo abierto
en En, Y l~ un subgradiente de f en xoE C, se verifica Y, a Vf(xo)
supuesto que existe éste último.
TEOREMA 9 .-
Sea f: C -.* El diferenciable sobre el conjunto convexo
abierto C . f es convexa sobre C si y solo si
Vxec, 3x,EC [Vf(x) - Vf(xo)] (x - xo) a 0
TEOREMA 6 .m
Sea f : C ~ El dos veces diferenciable sobre C 9 siendo C
un conjunto convexo abierto. f es convexa sobre C si y solo si la
matriz hessiana de f es semi-definida posi tiva en todo C, es decir
-convexa .
Vx gC
	
y°®2 f(x) y a 0
Sea f : C --JD, E l V kooJ , siendo C un
conjunto convexo en En.
DEFINICION
f es casi-convexa si para todo xl , x2 5 C con f(xl ) 6 f(x2)
se verifica :
1d a E(0, 1) f E~xl a (1-ñ)x2J s f (x2 )
f es casi-cóncava si - f es casi-convexa .
DEFINICION 8 .-
f es estrictamente casi-convexa si para todo xl ,
con f(x1 ) < f(x2 ) se verifica :
d A¿(O . 1) f[inxl + (1- ;k)x2]< f(x2 )
f es estrictamente casi-c6ncavp n si - f es estrictamente casi-,
TEOREMA 7 .-
f es casi-convexa sobre C si
es convexo para_todo número real o( .
TEOREMA 8 .-
Sea C un conjunto convexo no vacio de En Y- f : C El V4+w]
una función semicontinua inferiormente _)restrictamente casi-convexa
sobre C . f es casi-convexa sobre C .
de f sobre C, se verifica :
y
x2 C
solo si C « = 1 x E C : f (x) A a 1
TEOREMA 9 .-
Si C es un conjunto convexo_ no vacio de En , f : C --> El
una función estrictamente casi-convexa y x0 C un minamo local
Estrictamente convexa
f[Áxl+(1- a)x2 ] <Af(x1)+(1- 1)f (X2 )
Vf(x1 )(x2 - x1 ) <f(x2 ) - f(x1)
Convexa
f[rlx1+(1- ñ )x2J&	ñ 1)+(1- *A)f(x2 )
Vf(x1 )(x2 - x1 ) 6 f(x2 ) - f(x1)
Figura 2 .- Taxonomía de la s funciones convexas,
casi-convexas y pseudo-convexas .
Estrictamente pseudo-convexa
f(xl ) < f(x2 ) pf(x2 )(x1 - x2 ) 0
I Pseudo-convexa
f(x2 ) < f(x1 ) ~ Vf(x1 )(x2 - xl) < O
f(x2 ) 3 f(x1) 4= Q f(x1 )(x2 - x1) 3 O
Estrictamente casi-convexa
f(x2 ) < f(x1) f Cñxl+( 1- A )X2] <f(x1 )
Casi-convexa
Ch a { x E C : f (x) C- a } convexo, Yo¿
f(x2 ) d f(x1 ) f P xl+(1- ñ )x2]5 f (x1 )
f(x2 ) 6 f(x1 ) ~A Of(xl ) (x2 - xl ) b 0
f(x2 ) > f(x1) -á IQ f(x1 )(x2 - xl ) 0
d x eC
	
f(x ) f(x)0
Este teorema, que asegura que un mínimo local es también
un mínimo global, muestra la importancia de la casi-convexidad en
la programación no lineal .
TEOREMA 10,-
Sean C un conjunto convexo abierto y f: C --.> El una fun
-
ción diferenciable sobre C . f es casi-convexa sobre C si y solo
si Rama todo x1, x2 EC, con f(x1) d f(x2), se verifica :
Vf(x2 ) (x1 - x2 ) 6 0
Este teorema establece las condiciones necesaria y sufi-
ciente que caracteriza a las funciones convexas diferenciables
vía el gradiente .
Sea C un conjunto abierto en En y f : C -D El diferencia-
ble sobre C .
DEFINICION 9.-
f es pseudo-convexa sobre C si para todo x1 , x26 C con
v f(x2)-(=1 e 3r2) $ 0 se verifica f(x1 ) b f(x2 ) .
f es pseudo-cóncava al - f es pseudo-convexa .
DEFINICION 10.-
f es estrictamente pseudo-convexa sobre C si para todo
x1, r-2£ C,_ con x1 A x2 y '7 f'st2 ) (x1 - x2) & 0, se verifica
f(n1) <f(x2 ) .
TEOREMA ll .-
Soa C un conjunto convo3ro abierto en En y f: C -,: El
una función pseudo-convexa diferenciable sobre C . f es estríe =
tamente casi-convexa y también casi-convexa sobre C.
El reciproco de este teorema no es cierto siempre, co©o
se comprueba al considerar la funeibn f(x) a a3 .
Las relaciones entre todas las funciones aquí definidas
aparecen en la Fig . 2 .
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